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Resumen
Se representa el concepto de grupo mediante algunos ejemplos haciendo e´nfasis en la
nocio´n de Grupo Abeliano, Grupo Cı´clico, Homomorfismo de grupos e Isomorfismo
de grupos. Dados dos grupos Abelianos A y B, definimos el grupo Hom(A,B)
(el grupo de homomorfismos entre A y B). Finalmente se calcula Hom(A,B) en el
caso particular en el que A y B son Zn y Zm respectivamente, con n y m enteros
positivos.
Definicio´n 1. (Grupo). Decimos que un par (G, ∗) formado por un conjunto G y una
operacio´n binaria ∗ en G, es decir, una aplicacio´n ∗ : G×G → G que satisface los tres
axiomas siguientes:
1. Asociatividad. Para todo a, b y c ∈ G , (a ∗ b) ∗ c = a(b ∗ c).
2. Existencia de elemento neutro. Existe e ∈ G , tal que para todo a ∈ G, se
tiene a ∗ e = e ∗ a = a.
3. Existencia de inversos. Para todo a ∈ G existe a˜ ∈ G, tal que
a ∗ a˜ = a˜ ∗ a = e.
Se dice que el grupo (G, ∗) es Conmutativo o Abeliano si se verifica adema´s el siguiente
axioma:
4. Conmutatividad. Para todo a, b ∈ G, a ∗ b = b ∗ a.
Algunos ejemplos de grupos Abelianos
Los siguientes pares son son ejemplos muy conocidos de grupos abelianos:
i ) Los enteros con la suma usual, (Z,+).
ii ) Los racionales con la suma usual, (Q,+).
iii ) Los reales con la suma usual, (R,+).
iv ) Los racionales no nulos con la multiplicacio´n usual, (Q− {0},×).
v ) Los reales no nulos con la multiplicacio´n usual, (R− {0},×).
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vi ) El conjunto de los enteros mu´ltiplos de m, con la suma usual, (mZ,+).
vii ) El conjunto de las clases residuales mo´dulo n, con la suma mo´dulo n, (Zn,+).
Casos particulares de e´ste u´ltimo ejemplo son: (Z2,+) y (Z3,+) con la operacio´n
“+”definida de la siguiente manera:
+ 0¯ 1¯
0¯ 0¯ 1¯
1¯ 1¯ 0¯
+ 0¯ 1¯ 2¯
0¯ 0¯ 1¯ 2¯
1¯ 1¯ 2¯ 0¯
2¯ 2¯ 0¯ 1¯
+ 0¯ 1¯ 2¯ 3¯
0¯ 0¯ 1¯ 2¯ 3¯
1¯ 1¯ 2¯ 3¯ 0¯
2¯ 2¯ 3¯ 0¯ 1¯
3¯ 3¯ 0¯ 1¯ 2¯
Grupo Z2 Grupo Z3 Grupo Z4
Definicio´n 2. (Grupo Cı´clico). Sea G un grupo. Decimos que G es un grupo c´ıclico si
existe un elemento a ∈ G tal que cada elemento x ∈ G puede escribirse de la forma an
para algu´n entero n. En este caso el elemento a es denominado el generador de G. Si G
es c´ıclico, G se escribe como G = 〈a〉.
Ejemplo 1. Sea G = {e, b, c, d} y (G, ∗) un grupo con la operacio´n ∗ definida de la
siguiente manera:
∗ e b c d
e e b c d
b b c d e
c c d e b
d d e b c
Tabla 1: Grupo Abeliano c´ıclico, generado por el elemento b
b0 = e
b1 = b
b2 = b ∗ b = c
b3 = b2 ∗ b = c ∗ b = d
b4 = b3 ∗ b = d ∗ b = e
Existen grupos abelianos no c´ıclicos como los ilustrados en el siguiente ejemplo:
Ejemplo 2. Sea G es el conjunto mencionado anteriormente, dotado con la operacio´n ·
definida en la primera tabla a continuacio´n, y sea H el conjunto
H = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)} = Z2 × Z2 dotado con la suma ⊕, inducida por la suma
en Z2 componente a componente. Entonces (G, ·) y (H,⊕)((H,⊕) denotado ahora como
Z2 ⊕ Z2)) son grupos.
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· e b c d
e e b c d
b b e d c
c c d e b
d d c b e
+ (0, 0) (0, 1) (1, 0) (1, 1)
(0, 0) (0, 0) (0, 1) (1, 0) (1, 1)
(0, 1) (0, 1) (0, 0) (1, 1) (1, 0)
(1, 0) (1, 0) (1, 1) (0, 0) (0, 1)
(1, 1) (1, 1) (1, 0) (0, 1) (0, 0)
Grupo abeliano no c´ıclico (G, ·) Grupo Z2 ⊕ Z2
Definicio´n 3. (Homomorfismo de grupos). Dados dos grupos (A, ∗) y (B, ·) y una funcio´n
φ : A → B, decimos que φ es un homomorfismo de grupos de A en B si para todo a1 y a2
∈ A se tiene que φ(a1 ∗ a2) = φ(a1) · φ(a2).
Proposicio´n 1. Si φ : G → K es un homomorfismo de grupos, entonces φ satisface:
i ) φ(eG) = eK.
ii ) (φ(g))−1 = φ(g−1) para g ∈ G.
Demostracio´n.
i ) Si e2G = eG y sea φ(eG) = k, k ∈ K, entonces
k2 = φ(eG)φ(eG)
k2 = φ(e2G)
k2 = φ(eG)
k2 = k.
Puesto que eK es el u´nico elemento idempotente de K, se tiene que k = eK .
ii )
eK = φ(eG)
eK = φ(gg
−1)
eK = φ(g)φ(g
−1)
As´ı
(φ(g))−1 = φ(g)−1.
Ejemplos de algunos homomorfismos de grupos:
i ) La funcio´n φ : G → K que env´ıa todo G en el elemento neutro de K, es el
homomorfismo cero o constante y se escribe 0 : G → K.
ii ) Si G es un grupo, la funcio´n identidad φ = I , I : G → G es un homomorfismo.
iii ) Sea G un grupo. x ∈ G, si n ∈ Z+, definimos
x · x · · · x︸ ︷︷ ︸
n veces
= xn
La funcio´n φ, φ : (Z,+) → (G, ·) es un homomorfismo. Si se tiene (G,+) en vez
de (G, ·), escribimos nx en lugar de xn.
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iv ) La funcio´n φ = ex es un homomorfismo del grupo de los reales con la suma usual,
(R,+) en el grupo de los reales positivos con la multiplicacio´n usual, (R+,×).
ex : (R,+)→ (R+,×)
x + y → ex+y = exey
Proposicio´n 2. Si φ : G → K y ψ : K → L son homomorfismos, tambie´n lo es la
funcio´n compuesta ψ ◦ φ : G → L.
Demostracio´n.
ψ ◦ φ(g1g2) = ψ(φ(g1g2)) = ψ(φ(g1)φ(g2)) = ψ(φ(g1))ψ(φ(g2)).
Definicio´n 4. Un homomorfismo φ : A → B es un isomorfismo si y so´lo si φ es biyectiva,
en este caso decimos que A es isomorfo a B lo cual se denota A ∼= B.
Obse´rvese que el grupo del ejemplo 1 y Z4 son el ”mismo” grupo salvo por los nombres
de los elementos. Es decir G ∼= Z4. Tambie´n podemos decir que G ∼= Z2 ⊕ Z2 (en el
ejemplo 2).
La funcio´n φ = ex del ejemplo iii de homomorfismos, es un isomorfismo de los reales
con la suma usual, (R,+) en el grupo de los reales positivos con la multiplicacio´n usual,
(R+,×). Es decir, (R,+) ∼= (R+,×).
Definicio´n 5. (El grupo de Homomorfismos). Dados dos grupos abelianos (A, ∗) y (B, ·),
el conjunto de todos los homomorfismos φ entre A y B se denota por Hom(A,B).
Hom(A,B) = {ϕ : A → B | ϕ es un homomorfismo}
Si ϕ, ψ ∈ Hom(A,B), entonces (ϕ + ψ)(x) = ϕ(x) ◦ ψ(x), esto es, la funcio´n ϕ + ψ :
A → B, es decir, (ϕ+ ψ) ∈ Hom(A,B).
Cuando definimos para n ∈ Z y ϕ ∈ Hom(A,B), la funcio´n (nϕ) : A → B se expresa
ϕ(x) + ϕ(x) + · · · + ϕ(x)︸ ︷︷ ︸
n veces
= (nϕ(x))
entonces Hom(A,B) se denota HomZ(A,B) y se llama el Z−mo´dulo de homomorfismos
de A en B.
Ejercicio 1. Consideremos los posibles homomorfismos de Z → Z3
Hom
Z
(Z,Z3) = {f : Z → Z3 | f es un homomorfismo}
f : Z → Z3
z → f(z) =
⎧⎪⎨
⎪⎩
[0]3
[1]3
[2]3
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Sabemos que s´ı
f : Z → Zn
n → f(n) = f( 1 + 1 + 1 + · · · + 1︸ ︷︷ ︸
n−veces
)
f(n) = f(1) + f(1) + · · ·+ f(1)︸ ︷︷ ︸
n−veces
f(n) = nf(1)
−n → f(−n) = −f(n) = −nf(1)
f0 : Z −→ Z3
0
1
2
...
n
f0(0) = [0]3..................................................
....................
....................
..........
...........
..........
...........
...........
...........
.....
.....
.....
....
.....
.....
.....
.....
.....
....
.....
.....
............
f1 : Z −→ Z3
0
1
2
3
4
5
f1(0) = [0]3
f1(1) = [1]3
f1(2) = [2]3
..........................................
...........................................
...........................................
.....
....
.....
....
.....
....
....
....
....
.....
.........
....
....
....
....
....
....
....
...
....
....
..........
....
....
....
....
....
....
....
....
.....
....
.........
f1(1) = [1]3
f1(2) = f1(1 + 1) = f1(1) + f1(1) = 2f1(1) = 2[1]3 = [2]3
f1(3) = 3[1]3 = [0]3
f1(4) = 4[1]3 = [1]3
f2 : Z −→ Z3
0
1
2
3
4
[0]3
[1]3
[2]3
..............................................
.
.................................................... ..
..
............................................
.....
.....
.....
....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
....
..............................................
.
f2(1) = [2]3 = 2 [1]3 = 2f1(1)
f2(2) = f2(1) + f2(1) = [2]3 + [2]3 = [4]3 = 4 [1]3 = 4f1(1)
f2(3) = [6]3 = 6 [1]3 = 6f1(1) = [0]3
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Hom
Z
(Z,Z3) = {f0, f1, f2} es un grupo abeliano c´ıclico, HomZ(Z,Z3) = 〈f1〉
Hom
Z
(Z,Z3) = {0f1, 1f1, 2f1}  Z3
+ f0 f1 f2
f0 f0 f1 f2
f1 f1 f2 f0
f2 f2 f0 f1
S´ı continuamos con el procedimiento paraHom
Z
(Z,Zn), ¿Cua´l sera´ el grupo deHomZ(Z,Zn)?.
Teniendo en cuenta el ejercicio anterior se puede deducir
fn−1 : Z −→ Zn
1
...
n
fn−1(1) = (n− 1)f1
fn−1(1) = (n− 1)nf1 = [0]n
...............................................
..............................................
Hom
Z
(Z,Zn) = {0, 1f1, 2f1, 3f1, · · · , (n− 1)f1} = 〈f1〉  Zn
As´ı Hom
Z
(Z,Zn) es un grupo abeliano c´ıclico de n elementos generado por f1.
Ejemplo 3. Ahora consideremos los posibles homomorfismos de Zm en Z, HomZ(Zm,Z).
f0 : Z3 −→ Z
x −→ f0([x]) = 0
f1 : Z3 → Z
[0]3
[1]3
[2]3
[3]3
0
1
2
3
...............................................
..............................................
...............................................
..............................................
.
f1([2]3) = f1([1]3 + [1]3) = f1([1]3) + f1([1]3) = 2
f1([3]3) = f1([0]3)
3 = 0 Lo cual es una contradiccio´n !!
Luego no es posible que f1([1]) = 1
Supongamos que f1([1]n) = k, k ∈ Z
f1 : Zn → Z
[1]n → f1([1]n) = k
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n[1]n = [n]n = [0]n , luego
[n]n −→ f1([n]n) = f1(n[1]n) = nf1([1]n)

[0] −→ f1([0]n) = 0 = nf1([1]n), donde
0 = nk. Pero esto se tiene s´ı y solo s´ı k = 0.
Luego para cualquier homomorfismo f : Zn → Z,
f([m]n) = 0, con m 
= 0, entonces
f(m[1]n) = mf([1]n) = 0
por tanto, f([1]n) = 0.
De esta manera, Hom
Z
(Zm,Z)  {0}
Proposicio´n 3. Dados m,n ∈ N, entonces
Hom
Z
(Zn,Zm) = {f0d, f1d, f2d, · · · , f(k−1)d}
donde k = m.c.d(m,n) y d = m
k
. Es decir los homomorfismos que pertenecen a
Hom
Z
(Zn,Zm) se pueden expresar como:
fr : Zn −→ Zm
[1]n −→ fr([1]n) = [r]m, donde
r = pd, p = 0, 1, 2, · · · , k − 1.
Prueba: vamos a probar que fr([1]n) = [r]m
fr([0]n) = fr([n]n)
fr([0]n) = fr([nr]n)
fr([0]n) = [0]m
Esta u´ltima igualdad se tiene s´ı nr = tm, n(pd) = tm.
En este caso, es claro que nr es un mu´ltiplo de n y tambie´n nr es mu´ltiplo de m. Es
decir, existe algu´n p, 0  p  k − 1,
tal que
nr = p(m.c.m(m,n))
sabemos que,
m.c.m(m,n) =
mn
m.c.d(m,n)
reemplazando la u´ltima ecuacio´n en la primera ecuacio´n tenemos que
nr = p
mn
m.c.d(m,n)
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Luego nr = pmn
k
s´ı y so´lo s´ı r = p(m
k
) luego r = pd, por lo tanto,
fr([1]n) = [pd]m, 0  p  k − 1, k = m.c.d(m,n)
As´ı fr([1]n) = [r]m
Veamos que fr es homomorfismo, recordemos que d =
m
k
, k = m.c.d(m,n) y r = pd.
fr([1]n) = [r]m
fpd([1]n) = [pd]m
fr([0]n) = fpd([0]n) = fpd([n]n) = [npd]m = [npd]m = [np
m
k
]m como k|n, p kn ∈ Z, sea
k1 = p
k
n
fr([0]n) = [k1m]m
fpd([0]n) = [0]m , por lo tanto, fpd es un homomorfismo bien definido
Luego,
Hom
Z
(Zn,Zm) = {f0d, f1d, f2d, · · · , f(n−1)d} ≈ Zk
Veamos que s´ı Hom
Z
(Zn,Zm) es isomorfo a Zk, k = m.c.m(m,n) entonces,
Hom
Z
(Zn,Zm) es generado por fd, pues fp([1]n) = [pd]m por definicio´n, luego
fd([1]n) = [d]m.
Sea [x] ∈ Zn, entonces
fd([x]n) = xfd([1]n)
= x[pd]m
= px[d]m
= pxfd([1]n)
= pfd([x]n)
Se ha mostrado que fpd = pfd
Luego fd es el generador de HomZ(Zn,Zm)
Hom
Z
(Zn,Zm) = {f0d, f1d, f2d, · · · , f(n−1)d} = 〈fd〉
As´ı Hom
Z
(Zn,Zm) es un grupo c´ıclico de k elementos, por tanto isomorfo a Zk.
Hom
Z
(Zn,Zm) ≈ Zk.
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